Chapitre 13

Solide indéformable avec un axe fixe et gyroscopes
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13.1 Moments d’inertie

@ Continuum de matiere : on considére que les points matériels P, du
solide sont suffisamment proches les uns des autres pour former un
continuum.

@ Modele du continuum : limite du continu

somme discrete : Z — f . intégrale

e Moment d’inertie : I ; par rapport a I'axe principal d'inertie Ge;

Igi = Z Me 7“0%’7; —>  Ig,; = J dm r? (13.1)
> 1%

e M, = masse du point matériel P,

o dm = masse de 1’élément de volume infinitésimal dV

o 1o, = distance du point matériel P, a 'axe Ge;

o r = distance de ’élément de volume infinitésimal a 'axe Ge;

o V = volume du solide indéformable
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13.1.1 Barre mince

@ Barre mince : orientée selon I'axe GGe; en rotation autour de I'axe Ges
© Masse : M
@ Longueur : L
© Epaisseur : e négligeable : e « L
A®
G .
—_— —. — ¢,
_L/2 —»i i<—d£ L/2

@ Moment d’inertie : autour de I'axe principal d'inertie Ges

L/2
Igs = f dm £ (13.2)
—L/2

@ Densité linéique : barre homogene

dm M
Py = — =T (13.3)
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13.1.1 Barre mince

— - ——
L/ Sdear L2

@ Masse : élément de longueur infinitésimale d/

M
dm = ppdl = - dl (13.4)

@ Moment d’inertie : autour de I'axe principal d'inertie Ges
L/2

L/2 L/2 M 3 M L3
—f dm €* = Mf iz ML _

~
@
w

|
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13.1.2 Cylindre creux

@ Cylindre creux : en rotation autour de |'axe de
symétrie vertical Ges

QO Masse : M
Q@ Hauteur : L
© Rayon: R

© Epaisseur : e négligeable : e « R

@ Moment d’inertie : autour de I'axe principal d'inertie Ges

Igs = J dm R*? (13.6)
|4

@ Volume infinitésimal : longueur L, largeur R df et épaisseur e
dV = R Ledf (13.7)

@ Densité volumique : cylindre creux homogene

dm M
_ 13.8
PV = AV = % ( )
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13.1.2 Cylindre creux

@ Masse : élément de volume infinitésimal dV
M
dm = py dV = VRLedé’ (13.9)

@ Moment d’inertie : autour de |'axe Ges

Igs = f dm R*? (13.6)
\%4
@ Moment d’inertie : (13.9) dans (13.6)
M 2T M
IG3=—R3LeJ d =2r — R’ Le (13.10)
R 7 0 v

@ Volume : cylindre creux
V=2rRLe (13.11)

e Moment d’inertie : (13.11) dans (13.10)

I3 =M R? (13.12) |
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13.1.3 Cylindre plein

@ Cylindre plein : en rotation autour de |'axe de

symétrie vertical Ges (

©Q Masse : M
@ Hauteur : L

© Rayon: R v

@ Moment d’inertie : autour de I'axe principal d'inertie Ges

dr

Ig s = J dmr?
1%
@ Volume infinitésimal : longueur L, circonférence 27r et épaisseur dr

dV =2x Lrdr (13.13)

@ Densité volumique : cylindre plein homogene

dm M
= (13.8)

PV=uv = Vv
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13.1.3 Cylindre plein

@ Masse : élément de volume infinitésimal dV
M
dm = py dV = v 2w Lrdr (13.14)

@ Moment d’inertie : autour de |'axe Ges

Ig 3 = f dmr?
1%

@ Moment d’inertie : autour de |'axe principal d

M1 P

Iz =2 —L dr =21 — [ —r?
G.3 7 Jr r 7TV 47“

0

@ Volume : cylindre plein
V=rR*L
e Moment d’inertie : (13.16) dans (13.15)

1
hﬁziMRZ

_7'('
9

C <D

dr

- W

'inertie Ges (13.14)

M
— LRY 13.15
> (13.15)

(13.16)

ung
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Expérience - Cylindres roulant sur un plan incliné

@ Le moment d'inertie d'un cylindre plein est la moitié du moment d'inertie
d'un cylindre creux de méme taille et de méme masse. Sur un plan
incliné, le moment de force d’entrainement du poids est le méme pour les
deux cylindres. Ainsi, I'accélération angulaire du cylindre plein est le
double de celle du cylindre creux.

@ Par conséquent, si ces deux cylindres sont lachés en méme temps de la
méme hauteur, le cylindre plein atteindra le bas du plan incliné avant le
cylindre creux parce que I'accélération de son centre de masse sera le
double de celle du cylindre creux.
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13.2.1 Théoreme de Huygens-Steiner

Christian Huygens

@ Théoreme de Huygens-Steiner : on cherche 1699 — 1695

a déterminer le moment d'inertie 4 ; d'un
solide indéformable quelconque de masse M en
rotation a vitesse angulaire €2 = () é; autour
d'un axe Ae; qui passe par le point A et qui
est parallele a I'axe principal d'inertie Ge;. On
désire |'exprimer en fonction du moment
d'inertie I ; supposé connu. Les axes Ae; et
Ge; sont séparés d'une distance d = |AG|. Jacob Steiner

2 A é; 1796 — 1863

1

<
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Dr. Sylvain Bréchet

13.2.1 Théoreme de Huygens-Steiner

Théoreme de transfert du moment
cinétique : (12.17) évaluéen O = A

Li=AG x MVg + Lg (13.18)
Mouvement circulaire : GG autour de A
Voa=Qx AG avec V4, =0 (13.19)
Moment cinétique : (13.19) dans (13.18)
Ly,=MAGx (2 x AG) + Lg (13.20)
Identité vectorielle : (1.44) dans (13.20)
L= M(AGQQ— (AG-Q)AG) + Le
Identités géométriques :

AG- Q=0 et AG? = d*
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13.2.1 Théoreme de Huygens-Steiner

@ Moment cinétique : évalué en A (13.21)

€
LAZM(AG2Q—(AG-Q)AG)+LG "4
o ldentités géométriques : .
AG?=d®> e AG-Q=0  (1322) A4 -4 . &
e Moment cinétique : I M
Ly=Md*Q+ Lg (13.23)
@ Moments d’inertie : moments cinétiques L et L 4 colinéaires a €2
Lg=15;9 ainsi Ly=14,;0 (13.24)
@ Moment cinétique : évalué en A
I4; = (Ig; + Md*)Q (13.25)
@ Théoreme de Huygens-Steiner : formule de Steiner
Ia;=1Ig;+ Md* (13.26) |
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13.2.2 Energie cinétique d’un solide indéformable

@ Solide indéformable : ensemble de points matériels

@ Energie cinétique : solide indéformable

1 2
T = ; Mo V2 (13.27)

o Ildentités des vitesses : vitesse v,, et vitesse relative v/,

o Energie cinétique : (11.72) dans (13.27)

1
T =2 ma(Ve+vl) (13.28)

«

o Energie cinétique : (13.28) développée

T = % <Za1 ma> VE+ Vg (Za: Mea ’v’a) - % Z Ma V. (13.28)
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13.2.2 Energie cinétique d’un solide indéformable

e Energie cinétique :

T = % (Za] ma> Vi + Vg - (Za] Ma v&) + % Zal Me V.2 (13.28)

@ Quantité de mouvement relative : nulle

P =) mqv, =0 (11.74)
o Energie cinétique : (11.74) dans (13.28)
1 2 1 /2 .
T=§MVG+§§mava ou Mzza:ma (13.29)

Le premier terme est I'énergie cinétique du mouvement du centre de
masse (G et le deuxieme terme est |'énergie cinétique relative 7" du
mouvement de rotation propre.

e Energie cinétique relative : mouvement de rotation propre

1
T = > > ma vl (13.30)
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13.2.2 Energie cinétique d’un solide indéformable

e Energie cinétique relative : mouvement de rotation propre

1
T = > ma vy (13.30)

o ldentités des vitesses : solide indéformable

Vo =Vag+QxGP,=Vg+Q xr, (12.7)
o ldentités des vitesses : (12.7) dans (11.40)

v, =v,— Vo= x71, (13.31)

o Vitesse relative : (13.31) au carré
vl =(Qxr,) (Qx7)) (13.32)
o Identité du produit mixte : a=Q et b=7r, et c=Q x 71

(axb)-c=(bxc)-a (1.41)
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13.2.2 Energie cinétique d’un solide indéformable

e Energie cinétique relative : mouvement de rotation propre

1
T = > > ma vy (13.30)

@ ldentité du produit mixte : invariance par permutation cyclique
(axb)-c=(bxc)-a (1.41)
o ldentité du produit mixte : a =Q, b=7r), ¢c=Q xr,
v = (2x7r)) (xr))=(r,x (2xr))) Q (13.32)

e Energie cinétique relative :

T = % (Z Mo Th % (£ x r&)) - Q) (13.33)

e Moment cinétique : évalué en GG (11.67) dans (12.40)

Lg = Z Mo Th % (2 x 7)) ou r, =GP, (13.34)
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13.2.2 Energie cinétique d’un solide indéformable

o Energie cinétique relative : (13.34) dans (13.33)

1
@ Energie cinétique : ou P = M Vg
1 1 1
T=§MV§HW=§PW@+§LyQ (13.36)
e Moment cinétique : repéere d'inertie (€1, é2, €3)
3
Lo =) Ic;9é (12.51)
j=1

o Vitesse angulaire : repére d'inertie (€1, éo, é3)
3
Q=> Q¢ (12.43)
i=1

o Energie cinétique relative : ol é, - é; = §,; donne (13.37)

3 3 3
1 1 R . 1
T’:iLG-Q=§ (Z IG,ijej> : (Z Qi&:) 5 Z IG,jQ?
i=1 g=1

g=1
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13.2.2 Energie cinétique d’un solide indéformable

3
Vo=> Va;é ainsi  Vi=) VZ, (13.38)

71=1 71=1

1 ° 2 1 2
r=- Z MVE,+ 5 > Ia; Q3 (12.39)

Le premier terme est |'énergie cinétique du mouvement du centre de
masse (G et le deuxieme terme est |'énergie cinétique relative du
mouvement de rotation propre pour un axe de rotation quelconque.

@ Vitesse angulaire : orientée selon |'axe principal d'inertie Ge;

3

Q=> Q;é;=08& ansi Q; =Q4; (12.40)
j=1

@ Energie cinétique : axe de rotation fixe selon I'axe principal d'inertie Ge;

1 1
T:—MV§+§

5 I Q2 (12.41)J
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13.2.3 Théoreme de I'énergie cinétique

T=M VG - Vo + Z IG,j Qj Qj (1342)

o Dérivée temporelle : (13.42) avec é; - é; = 0;;
. . 3 . 3
T=MVa-Vo+ 3, (Ia; Q&) Y, (2é) (13.43)
j=1 i=1
o ldentité vectorielle : (12.51) et (12.56) donne (13.44)

3 3
(Z IG,ijéj> y (Z Qzéz> = (Lg— QXLg) QZLgﬂ
1=1

j=1
@ Dérivée temporelle : énergie cinétique avec P = M Vg

T=P - Vg+Lg (13.45)
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13.2.3 Théoreme de I'énergie cinétique

@ Dérivée temporelle : énergie cinétique
T=P -Vg+Lg-Q (13.45)
@ Théoremes de dynamique du solide indéformable : (12.15) et (12.32)
YFX=P et > M§'=Lg
@ Dérivée temporelle : énergie cinétique

T=> F> . Vg+ ) M5 Q (13.46)J

@ Premier terme : puissance due a |'action des forces extérieures F “*' sur
le mouvement du centre de masse du solide indéformable caractérisé par
la vitesse V.

@ Deuxiéme terme : puissance due a I'action des moments de forces
extérieures MS** sur le mouvement de rotation propre du solide
indéformable autour du centre de masse caractérisé par la vitesse

angulaire €.

@ Théoreme du moment cinétique : intégrale par rapport au temps de la
dérivée temporelle de I'énergie cinétique 1" du solide indéformable.
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13.2.3 Théoreme de I'énergie cinétique

@ Dérivée temporelle : énergie cinétique
T=> F> . Vg+ ) M5 Q

o ldentité des vitesses :
Vo =v,— QxGP, =v,— Q xr,

e Moment de force extérieure : F. o' exercée sur P,
MG = GP, x FJ*t = v, x F*

@ Puissance : (13.31) et (13.47) dans (13.46)
T=ZF(§Xt-('va— Q xr) —I—Z('r& x F.oY) - Q

o ldentité vectorielle : (1.41)

(rl, x FXY) - Q= (@ x 7)) - FX"=F> - (Q x r))
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13.2.3 Théoreme de I'énergie cinétique

o Dérivée temporelle : énergie cinétique (13.49) dans (13.48)

T =) F™ v, (13.50)
o Variation infinitésimale : dT' = T'dt avec dr, = v, dt
dT' = ) W (FEPY) = ) F&* - drg, (13.51)
o Travail : force extérieure F.**' sur P, le long du chemin C;_,o,
Wi (F5) = f W (FY) = J Fo' . dr, (13.52)
Cioo Cioo2
@ Variation d’énergie cinétique : le long du chemin Ci_,»
15
ATy o = f dl’ = f dl' =15 — T} (13.53)
Ci1-02 T

e Théoreme de I'énergie cinétique : solide indéformable

ATy =Y Wi (EXY) =) J F - dr, (13.54)}
o o Ci-2
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13.2.4 Roue mal équilibrée

@ Axes principaux d’inertie : Geq, Ges et Geg sont immobiles par
rapport au référentiel de la roue en rotation. lls tournent avec la roue
comme des rayons.

@ Vecteur vitesse angulaire : constant selon |'axe de rotation fixe mais
pas selon les axes principaux d'inertie mobiles. Initialement, a t = 0, I'axe
(Gei est horizontal. L'angle 6 est constant.

Q@ selon é;: Q; = sinf sin ()
@ selon é5: Q9 = ) sinf cos (2t)
© selon é3: Q3 = cosb (13.55)

@ Dérivée temporelle : vecteur vitesse angulaire
Q@ sclon é;: Q; = Q2 sinf cos ()
Q@ selon é;: Oy = — Q2 sinf sin ()
Q@ selon é5: Q3 =0 (13.56)
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13.2.4 Roue mal équilibrée

A

o Vitesse angulaire : repere d'inertie (€1, és, é3)
Q selon é;: Q1 = sinf sin ()
@ selon é5: Qs = sinf cos (U
©Q selon é3: Q3 = cosb
o Accélération angulaire : repére d'inertie (€1, és, €3)
Q@ sclon é;: Q; = Q2 sinf cos ()
Q@ selon é;: Oy = — Q2 sinf sin (Q)
Q@ selon és: Qg =0
@ Equations d’Euler : générales
@ sclon é: X M& =1Ic1 0+ (Is — Ig2) Qs
@ selon &: > MES =Iaco 0 + (Ig1 — Igs) Qs
@ seclon é3: X MEY =1Ic30 + (g2 — Ig1) Q2
@ Moments d’inertie : roue (cylindre)

lgs=1g, et  Igi=lIg2=1g1
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13.2.4 Roue mal équilibrée

e Equations d’Euler : roue mal équilibrée (13.58)
Q selon é;: > MEY = Ig,1 Q7 sind cos ()
+ (Ig,| — Ig,1) Q? cosf sinf cos ()
Q@ selon & : Y M&S = —Ig 1 Q° sinf sin (Q)
+ (Ig,1 — 1) Q* cosd sin @ sin (1)
Q@ selon é3: ) M55 =0

e Somme des moments de forces extérieures : sur la roue (13.59)
Z MS = (IG,L + (IG,” — IG,L) COSG) 02 sin 6 cos (Qt) &,

— (IG,L —- (IG,” - IG,L) 0089) ()2 sin 6 sin (Qt) é5

La somme des moments de forces extérieures M S** exercés sur la roue
est périodique ce qui génere des secousses (roue mal équilibrée). Pour
une roue bien équilibrée, le vecteur vitesse angulaire €2 est orienté selon
I"axe de symétrie Geg de la roue, i.e. § =0, et ainsi >, M 5" = 0.
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13.2.4 Roue mal équilibrée

@ Moment de force extérieure : la somme des moments de forces
extérieures M S** exercés sur la roue est périodique ce qui génére des
secousses (roue mal équilibrée). Pour une roue bien équilibrée, le vecteur
vitesse angulaire €2 est orienté selon |'axe de symétrie GGes de la roue, i.e.

_ . ext _
0 =0, et ainsi ), M5 =0.

@ Equilibrage de roue : |I'équilibrage d'une roue de voiture se fait en
mesurant la somme des moments de force — >, M 5" exercés par la roue
en rotation sur |'axe. En ajoutant des masses au bon endroit sur la jante,
on annule ce moment de force extérieure résultant.

Dr. Sylvain Bréchet 13 Solide indéformable avec un axe fixe et gyroscopes



13.3 Gyroscope et effets gyroscopiques

13.3 Gyroscope et effets gyroscopiques
13.3.1 Effets gyroscopiques
13.3.2 Roue de vélo
13.3.3 Toupie
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13.3 Gyroscope et effets gyroscopiques

@ Gyroscope : roue ou disque en rotation dont |'axe de rotation se
maintient dans une orientation donnée par rapport a un référentiel
d'inertie. Lorsque la roue est en rotation, l'orientation de I'axe n’est pas
modifiée par la rotation des cadrans interne ou externe.

axe fixe

disque
en rotation

cadran
externe

@ Histoire : le gyroscope a été inventé en 1852 par Léon Foucault comme
alternative au pendule de Foucault pour démontrer la rotation de la
terre; “gyroscope’ = “qui permet de voir tourner’ la terre.

@ Aéronautique : les gyroscopes sont abondamment utilisés en
aéronautique pour s'orienter selon un axe fixe.
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13.3.1 Effets gyroscopiques

o Effets gyroscopiques : par analogie avec le gyroscope, on parle d’effets
gyroscopiques pour désigner le comportement dynamique d'un disque ou
d'une roue dont la rotation autour d'un axe a pour effet de résister aux
changements de son orientation. Ces effets sont liés a la conservation du

moment cinétique.

Q Tze S

Q

@ Conservation du moment cinétique : composante verticale : L, = 0

© Etat initial : [a roue tourne dans un plan vertical selon un axe
horizontal.

© Etat final : la roue tourne dans le sens trigonométrique selon I'axe
vertical et |'étudiant avec le tabouret tournent dans le sens opposé.
Leurs moments cinétiques se compensent.
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12.3.1 Expérience - Précession gyroscopique d’une roue de vélo =PFL

L(t+dt)

@ Une roue de vélo dont I'axe de rotation est fixé a une extrémité O d'une
tige verticale fixe est mise en mouvement de rotation propre dans un plan
vertical qui génere un moment cinétique horizontal L. Le poids
P = M g de la roue généere un moment de force extérieure horizontal
unique M S**.

@ D’apres le théoreme du moment cinétique, le moment cinétique Lo se
met a tourner dans le plan horizontal,
Lo (t+dt)— Lo (t)
dt
Ainsi, la roue de vélo est en précession autour de la tige verticale fixe.

MSthRGxPILO:
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13.3.1 Expérience - Précession gyroscopique d’une roue de vélo =PFL

@ Une roue de vélo dont I'axe de rotation est fixé a I'extrémité O d'un fil
est mise en mouvement de rotation propre dans un plan vertical qui
génere un moment cinétique horizontal L. Le poids P = M g de la

roue génére un moment de force extérieure horizontal unique M §**.

@ D'apres le théoreme du moment cinétique, le moment cinétique Lo se
met a tourner dans le plan horizontal,

Lo (t+dt)— Lo (t)
dt

Ainsi, la roue de vélo est en précession autour du fil.

MS*=Rgx P=1Lo =
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13.3.2 Roue de vélo

@ Roue de vélo : masse M, rayon R qui
roule sans glisser. Son centre de masse
(G est en mouvement circulaire uniforme
de rayon p = cste a vitesse angulaire
@ = ¢ 2 = cste ou le vecteur unitaire
Z =cosféy + sinf és.

@ Objectif : on cherche a déterminer
I'angle d'inclinaison 6 = cste du plan de
la roue.

o Repere d’inertie : (é1, é5,€3) ou é; est horizontal en tout temps

© Cinématique :

@ Vitesse angulaire : précession qb et rotation propre zp
qu.ﬁ—l—’l,b:qbﬁ—@Lég:éCOS@ég—l-(q.bSine—@b)ég (1360)

@ Vitesse du centre de masse : MCU de rayon p et de vitesse angulaire gb

Vo=Vad=pdd=poeé (13.61)
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13.3.2 Roue de vélo

e Vitesse angulaire : (13.60)
Q= gb cos 6 éo + (gb sin 6 — ¢) és
@ Vitesse du centre de masse : MCU

Vo =popé; (13.61)

@ Roulement sans glissement : Vo =0 o0

Ve =QxCG = ( é2+(g5 sin0—¢) ég) x Ré, (13.62)

— —R(q's sin 6 — ¢) &,
e Condition de liaison : précession et rotation propre (13.61) = (13.62)
b sinf — o) — —%q's (13.63)
e Vitesse angulaire : (13.63) dans (13.60)
Q= coshéy — %g{ség (13.64)
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13.3.2 Roue de vélo

© Dynamique :

@ Théoreme du moment cinétique : on ¢
évalue le théoreme du moment cinétique
au point de contact C' entre la roue et
le sol, comme cela les moments de force
dus a la force de réaction normale N et  [------"----=
a la force de frottement statique Fg :
sont nuls. Le seul moment de force
non-nul M S** est dii au poids
P=Mg.

@ Théoreme du moment cinétique : évalué en C
Y MEY = Le (12.31)
@ Moment de force extérieure : dii au poids évalué en C
MS'=CGxP =Réyx(—Mg2)=— MRgés x (cosb€&; + sinf) é3)

— —MRgsinfé; = — MRgsinf ¢ (13.65)

Dr. Sylvain Bréchet 13 Solide indéformable avec un axe fixe et gyroscopes



13.3.2 Roue de vélo

@ Vitesse angulaire : 2 = ()5 é5 + (13 €3
Q=6 coshéy — %q'bég (13.64)
@ Moment cinétique : évalué en C

Lo = IC,Q (o €5 + IC,g ()3 é3 (1366)

= I(;,gg.b cost) éx — Ic 3 % qﬁég
@ Changement de base : rotation d'un angle 6 dans le plan vertical
€y = — sinf p + cosh 2
é3z = cosfp+sind 2 (13.67)

@ Moment cinétique : évalué en C (13.67) dans (13.66) donne (13.68)

Lo = IC’2¢ cosf (— sinf p + cosf 2) — 10,3%¢(6089ﬁ+sin92)
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13.3.2 Roue de vélo

Moment cinétique : évalué en C (13.68)

Lo = (ICQ sinf + Ic 3 — )¢cos€p+([cg coS (9—]03£SIHO)QZ5Z

R R

Dérivée temporelle : moment cinétique ou p = cste, 6 = cste, (b = cste
Lo = (ICQ sinf + Io s — ) ¢ cosf p (13.69)
Formule de Poisson : précession de p avec qb = (/52

V=P xP=0Zxp=0d (5.6)

Dérivée temporelle : moment cinétique (5.6) dans (13.64)

: R : .
Lo =— (Ic’g + — Ic 2 sin (9) %¢2 cosf @ (13.70)
0
1
Théoreme de Huygens-Steiner : cylindre : plein 3 < A < 1 creux
A
Ico=1go = 5 M R? (méme axe)

Ics=1Igs+MR*=AMR? + MR* = (\+1) MR? (13.71)

Dr. Sylvain Bréchet 13 Solide indéformable avec un axe fixe et gyroscopes



13.3.2 Roue de vélo

Dérivée temporelle : moment cinétique (13.71) dans (13.70)

LC:—<()\—|—1)—|—%ESH1(9) MR p¢?cos0 ¢ (13.72)
p

Approximation : R < p ainsi R/p « 1

Le=— (A+1)MRp¢?cost (13.73)
Moment de force extérieure unique : dii au poids évalué en C

Mg = — MRgsinf ¢ (13.65)
Théoréme du moment cinétique : évalué en C' (12.31)

MSY = L¢ (13.74)
Théoreme du moment cinétique : (13.73) et (13.65) dans (13.74)

(A+1) pd? cosf = gsinb (13.75)
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13.3.2 Roue de vélo

e Tangente de I'angle d’inclinaison : centre de masse G - MCU

P9 _ (nr1) Ye - (4 14c]

tanf = (A + 1)
9 Py 9

(13.76)J

ou tan @ est une fonction monotone croissante de 0.

@ Angle d’inclinaison : Ny

Ve
6 =arctan [ (A +1) —= (13.77)
Py

@ Moto : angle d'inclinaison € dans un virage

@ Vitesse constante Vi = cste : si le 0,
rayon p diminue, I'angle d’inclinaison 6
augmente et vice versa.

@ Rayon constant p = cste : si la
vitesse du centre de masse Vg
augmente, I'angle d’'inclinaison 6
augmente et vice versa.
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13.3.3 Toupie

@ Toupie : de masse M dont la pointe
située en O est fixe. Soit £ = |OG]|| |a
distance entre la pointe O et le centre &, 7
de masse G.

P

G ?
@ Objectif : on cherche a déterminer la (A 5 N
dynamique en rotation de la toupie 4,
autour de O.

D)

¢ >y
N\ L] [ ] A A A N\ A P
o Repeére d’inertie : (é1,é5,é3) ou é;

est horizontal en tout temps. . 6

© Cinématique :

@ Vitesse angulaire : précession qb nutation @ et rotation propre '(p
Q=¢p+0+1p =0d2+08 +1)és3 = (sinféy + coshés)+08é; +1)és

= 0é1 + dsinféy + <¢ + qﬁcos@) és (13.78)
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13.3.3 Toupie

Dynamique :
Théoreme du moment cinétique : 0
MS = Lo (13.79)

Le seul moment de force non-nul M §**
est dii au poids P = M g.

)

P

>y

Moment de force extérieure : poids »Y 0

MOeXt =0G x P =(lé3) x(—Mgz) =
= —Mglézx(sinfés + cos#é3) = Mglsinf é,
Moment d’inertie :

Iog=1Ip2=1I0,1 et losz=1p
Moment cinétique :

Lo =101 +1p0282€3+ [p38)3€3
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13.3.3 Toupie

o Vitesse angulaire : (13.78)

A
. . . .6
Q:9é1+¢sin9ég+(¢+gb0059) &, &? .
e Moment cinétique : G Y
(/7@ 8 N
Lo = 1071(9é1 —I—IO72 ngineéz ~ *é
o " >y
. . \ 4 1)
+ Io3 (w + ¢ cos 0) és (13.83) P
¢ :
e Moment cinétique : g o
Lo=1Io.0¢—Io, dsindf+ I, (¢ + 6 cos 9) 7 (13.84)
o Derivée temporelle : moment cinétique ou Ip | = cste et Ip | = cste
LO = [Oy_]_éqg — IO,J_ (qb sin 6 + ¢(9 COSH) 0
+ 1o, (w + éCOSH — gﬁésin@) T
+Io,l9.q§ - Io,Lé sin9é+IO,|| <¢+¢COSH) 7 (13.85)
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13.3.3 Toupie

@ Dérivée temporelle : moment cinétique
Lo = IO,Léqg — 1o (gb sin 6 + gb@ 005«9) 0
+ 1o, (w + (/BCOS@ — éésin@) T
+Io,¢9$ - IO,L¢E SiDHé‘FIO,” <¢+$COSH) 7 (13.85)
@ Formules de Poisson : repere sphérique (5.16)
Q@ 7=00+¢sindo
(2 ) éz —(9.'F+$COSH(§
(3 ) q5 = —qB (sin@f + COSHé)
@ Dérivée temporelle : moment cinétique
Lo = Io,) (¢ + ¢ cosf — ¢0 sin (9) 7 (13.86)
+ 1o, (@b + ¢ 0089) 06 — Io.1 (qb sin 6 + 2q§0 COSH) 0
+ 1o 1 0(?5 + (IO,” — IO,L) qﬁQ sin 6 cosf ¢ + Io w¢ sin 6 ¢
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13.3.3 Toupie

@ Théoreme du moment cinétique :

M5 = Lo (13.79)
@ Moment de force extérieure : poids ou q3 = €

MS = Mglsinf ¢ (13.80)
@ Dérivée temporelle : moment cinétique

Lo = Io, (@b + ¢ cosf — ¢ 0 sin 9) 7 (13.86)

+ 1o (¢ + gb COSH) 06 — Io. 1 ((b sin 6 + 2(;50 COSO) 0
+ 1o, HqAb + (IO’” — IO,L) géQ sin 6 cos 0 ¢ + Io zp¢ sin 6 ¢
e Equations d’Euler : (13.80) et (13.86) dans (13.79) donne (13.87)
Q selon 7: Ip (¢ + (b cosf — (b@ Sinﬁ) =0

Q@ selon 6 : Io, (&—I—qfﬁcos@)é— Io.1 (gb sin9+2¢90089) =0

o

© selon : IO,J_ (9 + ([O7H — IO,J_) gb2 sin f cos 6 + IO,|| wgb sin 6

= Mg /lsin6
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13.3.3 Toupie

e Equations d’Euler : (13.87)
Q selon 7: Ip (@Z—l—gBCOSH— gﬁésin@) =0
Q@ sclon 0 : Io, (w + qb cosé’) 0 — Io.1 (gb sin 6 + 2gb<9 0059) =0

X IO,J_é—I— ([O7H — IO,J_) ¢2 sin @ cos 6 + IO,|| ¢¢ sin 0
= Mg/sinf

A

© selon

© Nutation négligeable : cas particulier
0 = cste ainsi 0 =0 et =0 (13.88)
e Equations d’Euler : (13.88) dans (13.87) donne (13.89)

Q selon 7: Ip <¢ + gb cos@) =0

Q@ selon 0O: IO,Lg.b.sinﬁz()

© selon QAS : (IO,” — IO,J_) $2 sinf cosf + Ip | w(/b sinf = Mg /sinf
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13.3.3 Toupie

© Nutation négligeable : cas particulier

6 = cste ainsi 9 =0 et =0 (13.88)
o Précession et rotation propre : constante (13.89) selon 7 et 8

=1 =0 ainsi é = cste et W = cste (13.90)
@ Précession lente : par rapport a la rotation propre : approximation

b < 1 ainsi > < 1o et Io,| Vb= Mgl (13.91)
o Vitesses angulaires : (13.91) selon ¢

5 Mgt (13.92)J

Io,) ¥

La vitesse angulaire de précession ¢ est inversement proportionnelle a la
vitesse angulaire de rotation propre .
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13.3.3 Expérience - Anagyre

@ Un anagyre est un ellipsoide coupé selon un plan qui ne contient pas deux
axes de symétrie.

© Si la précession (lacet) a lieu dans le bon sens, I'axe de rotation est un
axe principal d'inertie.

© Si la précession a lieu dans le mauvais sens, |'axe de rotation n'est pas un
axe principal d'inertie ce qui donne lieu a un couplage dynamique avec la
nutation (tangage) et la rotation propre (roulis) généré par le moment de
forces extérieures résultant (analogue a la roue mal équilibrée). Le
couplage augmente au cours du temps et finit par arréter le mouvement
de précession de I'anagyre et a le relancer dans le sens opposé . ..
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